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本稿では,一般化 Ho‐Lee モデル [1] に基づき,ツリー ・メソッドによる,エキゾチック
な金利デリバティブの評価法を提案する.一般化 Ho‐Lee モデルとは,無裁定条件を満た
す離散時間の金利の期間構造モデルの1つである.最初の無裁定な金利の期間構造モデル
である Ho‐Lee モデル [2] が示されてから,それを拡張もしくは修正する形で,いくつか
の新たな離散時間の金利の期間構造モデルが提案されてきた [3]. とりわけ,Ho とLee 自
身が最近提案した一般化 Ho‐Lee モデルでは,金利の期間構造の確率的な変動も,同様に,











かの先行研究がある.とりわけ,Ben et a1.[4] は,ゲームの特徴をもった仕組債に関する
価格付け問題を扱っており,連続時間の金利モデルに動的計画法を適用することによって,
その価値を近似的に計算した.一方,Ochiai and Ohnishi[5] は,同様の問題を,離散時間
の2項格子構造のもとで考え,一般化 Ho‐Lee モデルに基づいて,直接的に動的計画法を





















2 一般化 Ho‐Lee モデル
一般化 Ho‐Lee モデルは,無裁定条件を満たす離散時間の金利の期間構造モデルであり,
債券価格の確率的変動を,再結合する2項格子構造を用いて表現する.時刻 n , 状態 i に
対応する2項格子上のノードを (n, i) (ただし, 0 \leq  n \leq  N^{*}, 0 \leq  i \leq  n, N^{*} は有限計
画期間) とする.また,ノード(n ) i ) における残存期間 T (0\leq T\leq N^{*}) の割引債価格を
P(n, i;T) と表記し,これは T期後に1支払われる債券の価格を表す.デフォルトのない
割引債の定義から,任意の時刻 n , 状態 i について, P(n, i;0) = 1 が成り立つ.さらに,




モデルにおける金利変動の不確実性の大きさは,  $\delta$(n, i;T) (0\leq i\leq n) で表され,
 $\delta$(n, i;T):=\displaystyle \frac{P(n+1,i+1;T)}{P(n+1,i;T)}, 0\leq i\leq n, 0\leq n\leq N^{*} . (1)
により定義される.(1) 式は,つぎの時刻での債券価格の比率であり,2項ボラティリティ
と呼ばれる.これが大きくなるにつれて , 金利の不確実性も大きくなる.さらに,定義よ
り,金利変動に不確実性がない場合 ,  $\delta$(n, i_{\text{）}}\cdot T) =1 となる.ノード (n, i) での1期間2項
ボラティ リティは,
 $\delta$ (  n ) i;1 ) :=\displaystyle \exp(-2 $\sigma$(n)\min\{R(n, i;1), R\} $\Delta$ t^{3/2}) , 0\leq i\leq n, 0\leq n\leq N^{*} ) (2)
で与えられる.ここで, R(n, i;1) はノード (n, i) での1期間金利 , R は閾値金利 ,  $\Delta$ t は1
期間の区間を表し,  $\sigma$(n) は,金利ボラティリティの期間構造を表す関数で,
 $\sigma$(n):=($\sigma$_{0}-$\sigma$_{\infty}+$\alpha$_{0}n)\exp(-$\alpha$_{\infty}n)+$\alpha$_{1}n+$\sigma$_{\infty}, n=0 , 1, . . . , (3)
によって与えられる.(3) 式で, $\sigma$_{0} は短期金利ボラティリティ, $\alpha$_{1}n+$\sigma$_{\infty} は,十分大きな
時刻 n での短期金利のフォワード ボラティ リティの近似値, $\alpha$_{0}+$\alpha$_{1} と $\alpha$_{\infty} は,それぞ
れ,短期と長期のボラティリティの期間構造の傾きを表す.
一般化 Ho‐Lee モデルは,無裁定な金利の期間構造モデルであることから,各ノード
(n, i) において,すべての異なる満期の債券価格が,リスク中立確率 \mathbb{Q} の下で,以下のリ
スク中立評価公式 :
P(n, i;T)=P(n ) i_{\text{）}}\cdot 1 ) \{(1-q)P(n+1 ) i;T-1)+qP(n+1, i+1;T-1)\} (4)
=\displaystyle \frac{1}{2}P(n, i;1)\{P(n+1, i;T-1)+P(n+1, i+1;T-1)\}, 0\leq i\leq n, 0\leq n\leq N^{*}
を満たすようにモデル化される必要がある.ここで,(4) 式において,簡単化のため,次
の時刻における推移確率 q, 1-q\in(0,1) に対し,等確率 q=1-q=1/2 を仮定した.(1)
式と (4) 式を直接適用することによって,一般化 Ho‐Lee モデルにおける無裁定条件は, T
期間2項ボラティ リティとして,
 $\delta$(n, i;T)= $\delta$(n, i;1) $\delta$(n+1, i;T-1)(\displaystyle \frac{1+ $\delta$(n+1,i+1;T-1)}{1+ $\delta$(n+1,i;T-1)}) , 0\leq i\leq n, 0\leq n\leq N^{*}.
(5)
によって与えられる.従って,(5) 式によって T期間2項ボラティリティが定義されると
きに限り,一般化 Ho‐Lee モデルは無裁定となる.このとき,ノード (n, i) での1期間割
引債価格は,
 P(n, i;1)=\displaystyle \frac{P(0,0;n+1)}{P(0,0;n)}\prod_{k=1}^{n}(\frac{1+ $\delta$(k-1,0;n-k)}{1+ $\delta$(k-1,0_{\text{）}}\cdot n-k+1)})\prod_{j=0}^{i-1} $\delta$ ( n-1 ) j;1 ). (6)
として与えられ,また,ノード (n, i) での T期間割引債価格は,
P(n, i;T)=\displaystyle \frac{P(0_{\text{）}}0_{\text{）}}\cdot n+T)}{P(0,0;n)}\prod_{k=1}^{n}(\frac{1+ $\delta$(k-1,0;n-k)}{1+ $\delta$(k-1,0_{\text{）}}\cdot n-k+T)})\prod_{j=0}^{l-1} $\delta$(n-1,j;T) . (7)
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を示す.一般化 Ho Lee モデルの構築は,次の5つのステップからなる.
Step 1. ノード (n, 0) での1期間割引債価格の導出 :
P(n, 0;1)=\displaystyle \frac{P(0_{\text{）}}0;n+1)}{P(0,0;n)}\prod_{k=1}^{n}(\frac{1+ $\delta$(k-1,0;n-k)}{1+ $\delta$(k-1,0;n-k+1)}) . (8)
Step 2. ノード (n, i) での1期間割引債価格の導出 :
P (n ) i_{\rangle}\cdot 1 ) =P(n, 0;1)\displaystyle \prod_{j=0}^{i-1} $\delta$(n-1,j_{\text{）}}\cdot 1) , i=1 , . . . , n ; (9)
Step 3. 1期間割引債価格から1期間利回りの導出 :
R(n, i;1)=-\displaystyle \frac{\ln P(n,i;1)}{ $\Delta$ t}, i=0 , . . . , n ; (10)
Step 4. 1期間2項ボラティリティの導出 :
 $\delta$(n, i;1)=\displaystyle \exp(-2 $\sigma$(n)\min\{R(n, i;1), R\} $\Delta$ t^{3/2})) , i=0 , . . . , n ; (11)
Step 5. T期間2項ボラティリティの導出 :
 $\delta$(n, i;T)= $\delta$(n, i;1) $\delta$(n+1, i;T-1) ( \displaystyle \frac{1+ $\delta$(n+1}{1+ $\delta$(n+})1,i;T-1 )i+ ;T-1)) , i=0 , . . . ) n.
(12)
上の (8) 式から (12) 式を再帰的に,初期時刻から前向きに解くことによって,2項格子の
全てのノード上での金利の期間構造を導出することができる.
3 ゲーム・フオワード・スタート・スワップションの価格評価






















0\leq N<M_{0}<M_{\mathrm{i}}<\ldots<M_{L}\leq N^{*} ) (13)
で与える.ここで, N はスワツプ契約の同意時刻, M_{0}, M_{1} , . . . , M_{L} は,固定金利と変動
金利の交換時刻かつ変動金利の設定時刻, N^{*} は有限の計画期間とする.フォワード ス
タート スワップションであることから,
M_{0} 一 N= $\nu \Delta$ t,  $\nu$\geq 0 . (14)
であり,時刻 N でスワップションの権利が行使された後,一定時間後の将来時刻 M_{0} にお
いて,初回の変動金利が設定され,以降 M_{1} から M_{L} にわたって, L 回の金利の交換が行
われる.金利交換の時間間隔は,
M_{k+1}-M_{k}= $\kappa \Delta$ t, k=0 , . . . , L-1 . (15)
とし,以降の議論のため,  $\kappa$=1 を仮定する.
スワップ契約の同意時刻 N における,フォワードスタート・スワップレートをSf (N, i)
で表す.フォワード スタート ・スワップレートは,時刻 N において,スワップ契約の価
値を 0 とするような固定金利の値を表し,それは,
S_{f}(N, i):=\displaystyle \frac{P(N,i_{)}\cdot $\nu$)-P(N,i; $\nu$+L)}{L} . (16)
 $\Delta$ t\displaystyle \sum_{l=1}P(N, i; $\nu$+\ell)
で与えられる.ここで,権利行使が遅延されるのに伴って,スワップションの残存期間も
減少するため, N が大きくなるにつれて  $\nu$ は減少する.
次に,ゲーム フォワード スタート スワップションにおいて,固定金利支払い側が
支払う固定金利の値 (行使レート) を定義する.権利行使可能な時刻において,固定金利
支払い側が権利を行使した場合,将来のスワップ契約期間にわたって,固定金利支払い側









集合 (N_{F}) と,変動金利支払い側に対する複数の権利行使可能時刻の集合 (N_{V}) , さら
に,それぞれに対し,あらかじめ定められた行使可能な時間区間を,
 N_{F}:=\{N_{i_{1}}, N_{i_{2}}, . . . , N_{i_{F}}\}\subset {  N_{b} ) N_{b+1} , . . . , N_{d} }; (18)
N_{V}:= { N_{j_{1}}, N_{j_{2}} ) . . . , N_{j_{V}} } \subset\{N_{c}, N_{c+1}, . . . , N_{e}\} , (19)
のように定義する.ここで,最終の権利行使可能時刻を N_{m} := \displaystyle \max(N_{F}\cup N_{V}) とする.
ゲーム フォワードスタート ・スワップションが権利行使可能なノード (n, i) 上で権利行
使されるとき,そのノード (n, i) でのフォワード スタート スワップのペイオフ価値を
W_{f}(n, i;k):= $\Delta$ t[S_{f}(n, i)-k]\displaystyle \sum_{\ell=1}^{L}P(n, i; $\nu$+\ell) . (20)




ぶ.両プレイヤーは,ともに権利行使が認められたノード(n ) i ) (n\in\{N_{i_{1}}, N_{i_{2}}, \ldots, N_{i_{F}}\}\cap
\{N_{j_{1}}, N_{j_{2}}, . . . , N_{j_{V}}\}) 上において,固定金利プレイヤーは純粋戦略 x を,変動金利プレイ
ヤーは純粋戦略 y を,純粋戦略の集合 S:= {Exercise (E) , Not exercise (N)} から選択す
る.ノード (n, i)上で,純粋戦略の組 (プロファイル) (x, y) が選ばれた時の,ゲーム フォ
ワード スタート スワップションのペイオフ価値は,以下によって定義される.
定義3.1. 権利行使可能なノード (n, i) において,ゲーム フォワード スタート スワッ
プションが権利行使されるならば,そのペイオフ価値は以下となる.
A_{f}(x, y;n, i)= \left\{\begin{array}{ll}
Wf (n, i;K_{F}) & \text{固定金利プレイヤーが行使した場合};\\
Wf (n, i;K_{V}) & \text{変動金利プレイヤーが行使した場合};\\
Wf (n, i;K_{B}) & \text{両プレイヤーがともに行使した場合}\\
\text{［継続価値］} & \text{両プレイヤーがともに行使しなかった場合．}
\end{array}\right. (21)
権利行使が認められたノード (n, i) 上において,両方のプレイヤーがともに権利を行使
しないならば,その確率ゲームは,次の時刻において,以下のノード :
(n+1, I_{n+1})=\left\{\begin{array}{ll}
(n+1, i+1) & \mathrm{w}.\mathrm{p}. q=1/2;\\
(n+1, i) & \mathrm{w}.\mathrm{p}. 1-q=1/2
\end{array}\right. (22)
へ推移する.ここで, I_{n+1} は時刻 n+1 でのランダムな金利の状態を表す.
以上から,ゲーム スワップションの当事者である固定金利プレイヤーと変動金利プレ
イヤーは,権利行使可能な各ノード (n, i) (n\in\{N_{i} 、 N_{i_{2}}, \ldots, N_{i_{F}}\}\cap\{N_{j_{1}}, N_{j_{2}}, \ldots, N_{j_{V}}\})
において,その利得と状態推移の構造が,金利市場の状態と2人のプレイヤーの戦略 (行




一般に,利得行列 A\in \mathbb{R}^{m\times n} (m, n\in \mathbb{N}) で定義される2人ゼロ和ゲーム (行列ゲーム)
が与えられるとき,ゲームの値を,
\displaystyle \mathrm{v}\mathrm{a}1[A] :=\min_{q\in$\Delta$^{n}}\max_{p\in$\Delta$^{m}}p^{T}Aq=\max_{p\in$\Delta$^{m}}\min_{q\in$\Delta$^{n}}p^{T}Aq (23)
によって定義する.ここで, p は行プレイヤーの混合戦略を表す m次元ベクトル, q は列
プレイヤーの混合戦略を表す n次元ベクトル, $\Delta$^{m}, $\Delta$^{n} は,それぞれのプレイヤーの全て
の混合戦略の集合とし,上式の2番目の等号は,von Neumann のミニ マックス定理に
よる.
このとき,ノード (n, i) におけるゲーム フォワード スタート ・スワップションの値
を Vf (n, i) とすると,この確率ゲームの解は,動的計画法の最適性の原理に基づいて,以
下の最適性方程式を,時間に関してバックワードに解くことにより求めることができる.
Step 0 . (終端条件) n=N_{m} に対して,
V_{f}(n, i)= val \left\{\begin{array}{llll}
W_{f}(n,i & K_{B}) & W_{f}(n,i & K_{F})\\
W_{f}(n,i & K_{V}) & 0 & 
\end{array}\right\} , i=0_{\text{）}}\ldots, n ; (24)
Step 1. (Recursion) n=N_{m}-1 から初期時刻 n=0 まで
Case 1‐1. (両プレイヤーが権利行使可能) n\in(N_{F}\cap N_{V})\backslash \{N_{m}\} に対して,
V_{f}(n, i)= val \left\{\begin{array}{lllll}
W_{f}(n,i & K_{B}) & W_{f}(n & \dot{l} & K_{F})\\
W_{f}(n, $\iota$ & K_{V}) & U_{f}(n,i) &  & 
\end{array}\right\} , i=0 , . . . , n ; (25)
Case 1‐2. (固定金利プレイヤーが権利行使可能) n\in(N_{F}\backslash N_{V})\backslash \{N_{m}\} に対して,
V_{f}(n, i)=\displaystyle \max\{W_{f}(n, i_{\text{）}}K_{F}) , U_{f}(n, i i=0 , . . . n ; (26)
Case 1‐3. (変動金利プレイヤーが権利行使可能) n\in(N_{V}\backslash N_{F})\backslash \{N_{m}\} に対して,
V_{f}(n, i)=\displaystyle \min\{W_{f}(n, i;K_{V}) , U_{f}(n, i i=0 , . . . , n ; (27)
Case 1‐4. (両プレイヤーがともに権利行使不可能) n \not\in (N_{F}\cup N_{V})\backslash \{N_{m}\} に対
して,
V_{f}(n, i)=U_{f}(n, i) ) i=0 , . . . , n . (28)
上式において,ノード (n, i) での継続価値を,
U_{f}(n, i) :=P(n, i;1)\mathbb{E}^{\mathbb{Q}}[V_{f}(n+1, I_{n+1})|(n, i (29)
と定義しており,ここで, P (n ) i;1 ) はノード (n, i) での1期間割引因子で,これは一般化
Ho‐Lee モデルに基づく1期間割引債価格である.また, \mathbb{Q} はモデルにおけるリスク中立
確率測度, \mathbb{E}^{\mathbb{Q}}[\cdot|(n, i)] は, \mathbb{Q} の下でノード (n, i) を条件とする期待値演算子, I_{n+1} は,つ
ぎの時刻 n+1 でのランダムな金利の状態を表す.終端条件 n=N_{m} における継続価値は,
ゲーム スワップションの満期から, P(n, i;1)\mathbb{E}^{\mathbb{Q}}[V_{8}(n+1, I_{n+1})|(n, i)]=0 となる.
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両プレイヤーが権利行使可能なノード (n, i) では,2人のプレイヤーの行動選択の問題










定理1. K_{V}<K_{F} , つまり, K_{V}\leq K_{B}<K_{F} , もしくは, K_{V}<K_{B}\leq K_{F} を仮定する.そ
のとき,両プレイヤーが権利行使可能なノード (n, i)(n\in N_{F}\cap N_{V}=\{N_{i_{1}} , N_{i_{2}}, . . . , N_{i_{F}}\}\cap
\{N_{j_{1}}, N_{j_{2}}, . . . , N_{j_{V}}\}) において,このノードでプレイされる行列ステージ ゲームは,純粋
戦略の中に鞍点を持つ , すなわち,
\displaystyle \max_{x\in s}\min_{y\in S}A_{f} (x ) y;n, i ) =\displaystyle \min_{y\in S}\max_{x\in S}A_{f}(x, y;n, i) . (31)
ただし,純粋戦略 x, y は,それぞれ,固定金利プレイヤーと変動金利プレイヤーの純粋
戦略である.さらに, E と N を,それぞれ,権利行使する (Exercise) , 権利行使しない
(Not Exercise) という純粋戦略とする.そのとき,この行列ステージゲームにおける均
衡戦略プロファイル (x, y) は以下で与えられる :
\left\{\begin{array}{l}
(E, N) U_{f}(n, i)\leq W_{f}(n \text{）} i;K_{F}) <W_{f}(n, i;K_{V}) \text{の場合} ;\\
(N, N) W_{f}(n, i;K_{F})<U_{f}(n, i)<W_{f}(n \text{）} i;K_{V}) \text{の場合};\\
(N, E) W_{f}(n, i;K_{F})<W_{f}(n, i;K_{V})\leq U_{f}(n, i) \text{の場合．}
\end{array}\right. (32)
証明: 固定レートに関して,前者のケース K_{V} \leq  K_{B} < K_{F} を仮定する.後者のケース
K_{V}<K_{B}\leq K_{F} についても,同様の方法で証明される.仮定から,
W_{f}(n, i;K_{F})\leq W_{f}(n, i;K_{B})<W_{f}(n, i;K_{V}) . (33)
が言える.
(i) もし, U_{f}(n, i)\leq W_{f}(n, i;K_{F})\leq W_{f}(n, i;K_{B})<W_{f}(n, i;K_{V}) ならば,そのとき,純
粋戦略 Nが,変動金利プレイヤーにとっての弱支配戦略となる.それに対する固定
金利プレイヤーの最適反応戦略は,純粋戦略 Eであり,従って, (x, y)=(\mathrm{E}, \mathrm{N}) .
(ii) もし, W_{f}(n, i;K_{F}) < U_{f}(n, i) < W_{f}(n, i;K_{V}) ならば,そのとき,両プレイヤーに
とって純粋戦略 N が弱支配戦略となる.従って, (x, y)=(N, N) .
(iii) もし W_{f}(n, i;K_{F}) \leq  W_{f}(n, i_{\text{）}}\cdot K_{B}) <W_{f}(n, i_{\text{）}}\cdot K_{V}) \leq  U_{f}(n, i) ならば,そのとき,純
粋戦略 N が,固定金利プレイヤーにとっての弱支配戦略となる.それに対する変動





















を表す.フォワード スタート スワップレート S_{f}(n, i) は,数値計算の結果から,任意
の時刻 n において,状態 i の増加関数であることが確認された.従って,固定金利プレイ
ヤーは,ペイオフ価値 W_{f}(n, i;K_{F}) の最大化を行うため,状態 i がより大きいとき,権利














のゲーム スワップションは,固定払いのスワップション (payer swaption) や固定受け
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